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İşdə Pekeris yaxınlaşmasının köməyilə Vud-Sakson potensialı sahəsində D  - ölçülü 

radial Şredinger tənliyinin analitik həlləri araşdırılmışdır. İxtiyari l - halı üçün Asimptotik ite-
rasiya metodundan istifadə etməklə enerjinin məxsusi qiymətləri və radial dalğa funksiyaları 
tapılmışdır. Belə ki, potensialın 0V  dərinliyindən, radial rn  və orbital l  kvant ədədlərindən, 

0R,a,D  parametrlərindən asılı məhdud sayda enerji spektri müəyyən edilmişdir. 
 
Açar sözlər: Vud-Sakson potensialı, Asimptotik İterasiya metodu, Pekeris yaxınlaşması 
 
Qeyri-relyativistik kvant mexanikasında Şredinger tənliyinin həlli kvant 

sisteminin tam təsvir olunması üçün bütün vacib informasiyanı özündə əks et-
dirir. İxtiyari rn  və l  kvant ədədləri üçün radial Şredinger tənliyinin dəqiq həll 
olunması yalnız bir necə potensiallarda mümkündür. Radial Şredinger tənli-
yinin orbital kvant ədədinin 0≠l  halında bu potensiallar çərçivəsində bir çox 
üsullar - Polinom usulu [1,2], Nikiforov –Uvarov (NU) metodu [3], Supersim-
metrik Kvant Mexanikası (SYM) [4], Asimptotik İterasiya Metodu (AİM) [5-8] 
işlənmişdır.  

Radial Şredinger tənliyi Vud-Sakson potensialı üçün orbital kvant ədədi-
nin 0≠l  qiymətində dəqiq həll oluna bilmir. Belə ki, S. Flugge 0=l  halında bu 
potensial sahədə radial Şredinger tənliyini analitik həll edərək dalğa funksiyası 
üçün dəqiq ifadə almış, lakin enerjinin məxsusi qiymətlərini qrafik üsulla 
müəyyən etmişdir [2]. Vud-Sakson potensialı [9] fizikada ən mühüm yaxına 
təsir potensialı olub, nüvə və hissəciklər fizikasında, atom fizikasında, mate-
riallar və kimyəvi fizikada müxtəlif problemlərə tətbiq edilmişdir.  

İlk dəfə Pekeris yaxınlaşmasında [10] NU metodunun köməyilə orbital 
kvant ədədinin 0≠l  qiymətində Vud-Sakson potensialı sahəsində radial Şre-
dinger və radial Kleyn-Gordon tənlikləri analitik həll olunmuş, enerjinin məx-
susi qiymətləri və uyğun dalğa funksiyaları tapılmışdır [11-13]. Burada ixtiyari 
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aR ,0  potensial parametrlərindən asılı olan 210 ,, CCC  kəmiyyətləri (1.1) 
münasibətinin hər iki tərəfini nüvənin səthi yaxınlığında - 0Rr =  nöqtəsi 
ətrafında Teylor sırasına ayırmaqla müqayisədən təyin olunan parametrlərdir. 
D  - ölçülü radial Sredinger tənliyi Vud-Sakson potensialı üçün ixtiyari l  
halında mərkəzəqaçma potensialına bu yaxınlaşmanı tətbiq etməklə Nikiforov-
Uvarov, Asimptotik iterasiya və Supersimmetrik kvant mexanikası metod-
larının köməyilə həll olunmuş, enerjisinin məxsusi qiymətləri və uyğun məx-
susi funksiyaları tapılmışdır [14]. 

İşdə Vud-Sakson potensialı üçün D - ölçülü radial Sredinger tənliyi ana-
litik həll edilmlş, radial rn  və orbital l  kvant ədədlərindən asılı enerji spektri 
və uyğun dalğa funksiyaları tapılmışdır. Hesablamalar ixtiyari l  halında effek-
tiv )(rVeff  potensialın minrr =  minimum nöqtəsi ətrafında müəyyən olunan 

210 ,, CCC  approksimasiya parametrləri əsasında )(rVl  mərkəzəqaçma poten-
sialına Pekeris yaxınlaşmasını tətbiq etməklə Asimptotik iterasiya metodunun 
köməyilə aparılmışdır. 

 
D  - ölçülü Şredinger tənliyi 
D -ölçülü 2)≥D(  polyar φθθθ ,,,,, 221 −Dr   koordinatlarda DR -də 

Laplas operatoru aşağıdakı kimidir [15]: 
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burada r  - hiperradius, φθθθ ,,,, D 221 −  - hiperbucaqlar, 2
DΛ  vahid 1−DS  sfera-

sında 3-ölçülü bucaq momenti operatoruna analoji təyin olunan xüsusi törəməli 
diferensial (Laplas-Beltrami operatoru və ya böyük orbital operator və ya 
hiperbucaq momenti operatoru, Avery [15]) operatordur. 

Sferik simmetrik )(rV  potensial sahədə D -ölçülü Şredinger tənliyi [15] 
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burada µ  - sistemin gətirilmiş kütləsi,   - isə Plank sabitidir və 
.)()(),( DlmnlDnlm YrRr ΩΩψ =                                   (2.3) 
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Laplas operatoru hiper-radial 
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burada DL̂  böyük orbital bucaq momenti operatorudur. 2ˆ
DL  -ın məxsusi 

funksiyası )( DlmY Ω  hiper-sferik harmonik funksiyadır: 
)()2()(ˆ 22

DlmDlmD YDllYL ΩΩ −+=  ,                  (2.5) 
burada l  - orbital kvant ədədidir. 

(2.3), (2.4) və (2.5) ifadələrini (2.2) tənliyində yerinə yazıb və 
),( Dnlm r Ωψ  funksiyasının )2(2 −+ Dll  məxsusi qiymətli 2ˆ

DL  operatorunun 
məxsusi funksiyası olması faktından istifadə etsək, sferik simmetrik )(rV  
potensial sahədə hiper-radial Şredinger tənliyi 
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olur. (2.7) tənliyində 
2

3~ −
+=

Dll  işarələməsini qəbul etsək, alarıq: 
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burada )(rVeff  - effektiv potensialdır və 
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kimi təyin olunur. (2.8) tənliyi iki mühüm halı çıxmaqla bir ölçülü hissəcik 
üçün yazılmış tənliklə eyni formadadır. Bunlardan birincisi, )1~(~2 +ll  məxsusi 
qiymətlərinə uyğun olan effektiv potensialın mövcudluğu; ikincisi, radial dalğa 
funksiyasının 0)0( =u  və 0)( =∞u  sərhəd şərtlərinin ödənməsidir. 

Sferik simmetrik standart Vud-Sakson potensialı [9] 
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şəklindədir, burada 0V - potensial çuxurun dərinliyi, 0R -potensialın eni və ya 
nüvənin radiusu, a  - parametri isə nüvənin səth təbəqəsinin qalınlığı və o, 
ionlaşma enerjisinin təcrübi qiyməti ilə müəyyən olunur. 0=a  olduqda nüvə 
səthində potensialın sıçraması ilə o sadə potensial çuxura çevrilir. 

(2.9) və (2.10) ifadələrindən görünür ki, effektiv potensial exponensial və 
orbital mərkəzəqaçma potensiallarının cəmidir. Radial Şredinger tənliyini bu 
potensial üçün 0~

≠l  qiymətində supersimmetrik kvant mexanikası, asimptotik 
iterasiya və NU üsullarından istifadə etməklə dəqiq həll etmək mümkün deyil, 
buna səbəb olan effektiv )(rVeff  potensialın ifadəsindəki orbital mərkəzəqaçma 

)(rVl  potensialıdır. Ona görə də bu problemi həll etmək üçün Pekeris yaxın-
laşmasından istifadə edək. Bu yaxınlaşma mərkəzəqaçma potensial çəpərin 
nüvələr arası r  məsafəsindən asılı olub, exponensiallara görə sıraya ayrılmaya 
əsaslanır ki, burada ikinci tərtibə qədər hədlər nəzərə alınır. Yeni adsız 
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potensialını effektiv )(rVeff  potensialının ekstremum nöqtəsi, yəni 
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transendent tənliyini ödəyən minxx =  ( minrr = ) minimum nöqtəsi ətrafında 
Teylor sırasına ayıraq: 
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  və (2.11) tənliyinin həlli l  orbital kvant ədədindən asılı 

olduğu üçün lxx =min - dir. Pekeris approksimasiyasına görə orbital )(rVl  
mərkəzəqaçma potensialı aşağıdakı kimi götürülür [11-13]: 
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burada aR0=α  -dir. )(~ rVl  potensialını lxxx == min  ( lrrr == min ) minimum 
nöqtəsi ətrafında Teylor sırasına ayıraq: 
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(2.12) və (2.14) ifadələrində x  - in eyni tərtibli uyğun dərəcələrinin müqayisə-
sindən 210 ,, CCC  sabitlərinin təyini üçün alınan cəbri tənliklər sisteminin 
həlli 
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olar. Beləliklə, yeni effektiv potensial üçün alarıq: 
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burada 2210100
~,~,~ CKCVKCK δδδ =−== -dir. Qeyd edək ki, (2.15) 

münasibətlərində 0=lx  nəzərə alsaq, ,1241 20 αα
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olar [11-13]. 
D -ölçülü radial Şredinger tənliyinin (2.9) münasibətilə verilmiş effektiv 

)(rVeff  Vud-Sakson potensialı  üçün həll etmək əvəzinə Pekeris yaxınlaşmasın-

dan alınmış (2.17) münasibətilə təyin olunan )(~ rVeff  effektiv potensialı üçün 
yeni radial Şredinger tənliyini həll edək. Beləliklə, Pekeris approksimasiyasına 
əsasən (2.8) tənliyində )(rVeff -nin yerinə )(~ rVeff  yazsaq, alarıq: 
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Burada βε ,  və γ  ölçüsüz parametrlərdir və aşağıdakı kimi təyin olunurlar: 
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D  - Ölçülü radial Şredinger tənliyinin asimptotik iterasiya metodu 
ilə həlli  

(2.18) tənliyinə asimptotik iterasiya metodunu tətbiq edərək dalğa funk-
siyasını aşağıdakı kimi axtaraq: 

)()1()( zzzzu χης −=                                  (3.1) 
Qeyd edək ki, radial )(zu  dalğa funksiyasının sonlu olması 0)1()0( == uu  
şərtindən 0,0 >> ης  alınır. (3.1) ifadəsini (2.18) tənliyində yerinə yazsaq, 
alarıq: 
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ς  və η  parametrlərini elə seçək ki, yuxarıdakı tənlik sadələşsin. Ona görə də 
ς  və η  parametrlərini 
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şəklində götursək, 00 >> ης ,  şərtində 00 222 >+−=>= γβεηες ,  olar. 
(3.2) ifadələrini yuxarıdakı diferensial tənlikdə yerinə yazsaq, alarıq: 
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İkinci tərtib xətti bircins [5-8] 
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adi diferensial tənliklə (3.3) tənliyini müqayisə etsək, )(0 zλ  və )(0 zs  funksi-
yaları üçün alarıq: 

)z(z
)()z(s,

)z(z
z)()z(

−
−+++

=
−

−−++
=

11
1212 22

00
γηεηεεηελ .            (3.5) 

(3.5) münasibətləri ilə verilən funksiyalardan istifadə edərək rekurrent [5-8] 
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düsturlarına əsasən )(,)(,)(,)( 2121 zszszz λλ  funksiyaları üçun tapırıq: 
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Bu funksiyaları kvantlanma şərtlərində [5-8] 
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yerinə yazsaq, alarıq: 
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(3.8) münasibətlərindən  
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                              (3.9) 

və 222 γβεη +−=  olduğundan ümumi halda alarıq: 

nnn ′=+−+ 222 γβεε ,                          (3.10) 
burada  

2
141 2 −+

+−=′
γ

rnn                                          (3.11) 
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və rn  radial kvant ədədidir ...),2,1,0( =rn . Beləliklə, (3.10) münasibətindən 
enerji spektri üçün taparıq: 









′
−

+′=
n

n
rn

22

2
1 γβε .                                    (3.12) 

Əlaqəli halların mümkün olması 00 <<− EV  və dalğa funksiyasının sonlu ol-

ması 0,0 222 >+−=>= γβεηες  şərtlərinə əsasən (3.11) və (3.12) ifadələ-
rindən 0>′n  və 222 n′−>− γβ  alınır. (2.11) və (3.11) münasibətlərinə əsasən bu 
bərabərsizliklər aşağıdakı kimi olar: 
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γβε ,,  parametrlərinin (2.19) ifadələrini (3.12)-də yerinə yazsaq, ixtiyari 
l  - halında enerjinin məxsusi qiyməti üçün alarıq: 
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İkinci tərtib xətti bircins adi diferensial (3.3) tənliyinin həlli [5-8]:  

)z;;n,n(F
)(

)n(C)()z( rr
rn

ln
r

r
12122

12
121 12 ++++−

+
++

−= εηε
εΓ

εΓ
χ , (3.16) 

burada )z;;n,n(F rr 1212212 ++++− εηε - Qausun hiperhəndəsi funksiya-
sıdır və C  müəyyən sabitdir.  

3=D  olduqda, 0=l  halında sistemin əlaqəli halları yoxdur. Çünki bu 
halda (3.13) bərabərsizliyi ödənmir, yəni 0<rn  olur. Bu, o deməkdir ki, impuls 
momentinin sıfır qiymətində standart Vud - Sakson potensialı üçün Şredinger 
tənliyinin əlaqəli halları olmur. 3>D  olduqda, 0=l  halında sistemin əlaqəli 
halları vardır. (3.15) ifadəsinə əsasən enerjinin məxsusi qiyməti potensialın 0V  
dərinliyindən, potensialın 0R  enindən, səthin a  qalınlığından və D  parametrin-
dən asılıdır. Beləliklə, rn , 0V  və E  üçün müəyyən olunmuş şərtlər, yəni (3.13), 
(3.14) və 00 <<− EV  bərabərsizlikləri ödənərsə, onda əlaqəli hallar mövcuddur 
və bu halların enerji spektri məhdud saydadır. 
 

176 
 



 

Hesablamaların nəticəsi və müzakirəsi 
Perey və başqaları [16] tərəfindən tapılmış təcrübi nəticələrə fmr 285.10 = , 

fma 65.0=  əsasən Vud-Sakson potensialının dərinliyi 0V  parametri 
MeVMeVAV 78.47)13.05.40(0 =+=  və hədəf Fe56  nüvəsinin radiusu fm.ArR 916243

1

00 ==  
kimi hesablanır, burada A  nüvənin atom kütlə ədədidir. Fe56  atom nüvəsindən 

um A 56= və neytrondən umn 00866.1=  ibarət sistemin gətirilmiş kütləsi 

u
mm
mm

nA

nA 990814.0=
+
⋅

=µ  olar. Cədvəl 1-də rn və l -in müəyyən qiymətlərində 

MeVV 78.470 = , fmR 9162.40 = , fma 65.0= , 3=D  olduqda effektiv Vud-Sakson 
potensialın minimum lx  nöqtəsi, onun min,effV  minimum qiyməti, əlaqəli 
hallarının enerjisi və ona uyğun normalaşmış dalğa funksiyaları verilmişdir.  
 

Cədvəl 1 
rn  l  lr , fm MeVVeff ,min,  MeVE lnr

,  )(zu lnr
 

0 1 2,955784989 -40,7112185 -42,8980494 2835208,09133572,3 )1(4191626,7 zz −  

0 2 3,439674903 -32,5967173 -30,9674480 1881863,05214495,2 )1(6308483,4 zz −  

0 3 3,785995369 -22,9486053 -18,3133413 0969816,07924708,1 )1(2487779,3 zz −  

0 4 4,078884273 -12,0509224 -5,1619817 0036757,02936974,1 )1(3664513,2 zz −  

0 5 4,355621020 -0,1838031 8,0319079 0891017,08956199,0 )1(4033256,2 zz −  

0 6 4,651527826 12,3288532 20,4448044 1866466,05317537,0 )1(2843614,2 zz −  

0 7 5,075017347 24,9566429 20,7958875 4933509,04259909,0 )1(8356057,2 zz −  
 

41 ≤≤ l  və 0=rn  olduqda sistemin əlaqəli halları vardır. Lakin 
31,41 ≤≤≤≤ rnl  və 0,75 =≤≤ rnl  üçün enerjinin lnr

E  məxsusi qiymətləri 
00 <<− EV  bərabərsizliyini ödəmir, yəni bu nəticələr heç bir fiziki hesab edilə 

bilməz və o yalnız riyazi nəticədir. Beləliklə, orbital 5≥l  kvant ədədinin bu 
qiymətlərində heç bir əlaqəli hal yoxdur. Qeyd edək ki, 8≥l  olduqda 
transendent (2.11) tənliyinin həlli yoxdur. Cədvəl 1 -dən görünür ki, orbital l  
kvant ədədi artdıqca lr  -in qiyməti 0R -a yaxэnlaюэr və 7=l  olduqda onun 
qiyməti nüvənin 0R  radiusundan böyük olur. 75 ≤≤ l  qiymətlərində əlaqəli 
halların olmamasının səbəbi orbital mərkəzəqaçma potensialının nüvənin 
radiusu ətrafında sıraya ayrılması ola bilər. Nüvənin səthi yaxınlığında əlaqəli 
halların olmaması faktı [11-13] işlərində alınan nəticələrlə də təsdiq olunur.  

rn  və l -in müəyyən qiymətlərində MeVV 78.470 = , fmR 9162.40 = , 
fma 65.0= , 4=D  olduqda effektiv Vud-Sakson potensialın minimum lx  

nöqtəsi, onun min,effV  minimum qiyməti, əlaqəli hallarının enerjisi və ona uyğun 
normalaşmış dalğa funksiyaları cədvəl 2-də verilmişdir. Cədvəl 2-dən görünür 
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ki, 0=rn  və 31 ≤≤ l  qiymətlərində sistemin əlaqəli halları vardır. Belə ki, 
50 ≤≤ rn  qiymətlərində 0=l  və 64 ≤≤ l , həm də 2,1 == rr nn olduqda 31 ≤≤ l  

halları üçün (3.13) və (3.14) bərabərsizlikləri ödənir, amma enerjinin məxsusi 
qiymətiləri isə 00 <<− EV  bərabərsizliyini ödəmir. Bu o deməkdir ki, bu 
qiymətlərdə sistemin əlaqəli halları yoxdur. Qeyd edək ki, 7≥l  olduqda 
transendent (2.11) tənliyinin həlli yoxdur. 
 

Cədvəl 2 
rn  l  lr , fm MeVVeff ,min,  MeVE lnr

,  )(zu lnr
 

0 1 3,225130086 -36,8636684 -37.0225964 2347859,00742009,3 )1(7227883,5 zz −  

0 2 3,622750840 -27,9462688 -24,7231461 1424715,01142654,2 )1(8479532,3 zz −  

0 3 3,936412368 -17,6387068 -11,7764513 0512704,05250073,1 )1(7692565,2 zz −  

0 4 4,217357729 -6,2202093 1,4678162 0413494,00867462,1 )1(3829922,2 zz −  

0 5 4,498131675 6,0162908 14,4169618 5085916,07131561,0 )1(6053993,3 zz −  

0 6 4,829045858 18,6834392 25,7723352 1153904,03396916,0 )1(8554540,1 zz −  
 
Cədvəl 1 və cədvəl 2-dən görünür ki, rn  və l  - in qeyd edilmiş eyni qiymət-

lərində D  artdıqca əlaqəli halların enerjisinin qiyməti artır, yəni ,)3(
01

)4(
01 EE >  

)3(
03

)4(
03

)3(
02

)4(
02 , EEEE >> . Bu o deməkdir ki, )(rVl  mərkəzəqaçma potensialı 

hesabına sistemdə əlavə olaraq itələmə qüvvəsi meydana çıxır. Ona görə də bu 
potensialı kompensasiya etmək üçün əlaqəli halın enerjisi artmalıdır [1, 17]. 

Qeyd edək ki, 3=D  və 4=D  olduqda 0,0 == lnr  qiymətləri üçün 
sistemin əlaqəli halları yoxdur. Lakin 5=D  olduqda 0,0 == lnr  qiymətində 
sistemin əlaqəli halı var və onun enerjisi Mev8980454,42)5(

00 −=E -ə bərabərdir. 
Deməli, 3=D  və 4=D  olduqda 0,0 == lnr  qiymətində sistemin əlaqəli 
hallarının olmaması standart Vud-Sakson potensialının sistemi tam təsvir edə 
bilməməsi ilə bağlıdır. Bundan çıxış yolu kimi ya standard Vud-Sakson 
potensialının modifikasiya olunmuş formasından (məsələn, ümumiləşmiş Vud-
Sakson potensialı), ya da standard Vud-Sakson potensialında spin və 
pseudospin simmetriyasından istifadə etməklə ola bilər. 

 
Nəticə 
Vud-Sakson potensialı sahəsində ixtiyari l  üçün mərkəzəqaçma poten-

sialına təkmilləşmiş yaxınlaşma sxemini tətbiq etməklə D -ölçülü Şredinger 
tənliyinin əlaqəli hallarının enerjisinin məxsusi qiymətləri və uyğun məxsusi 
funksiyaların analitik ifadələri tapılmışdır. Standart Vud-Sakson potensialı 
üçün enerjinin məxsusi qiyməti aRV ,, 00 , və D  parametrlərindən asılı olub 
məhdud enerji səviyyələrinə malikdir, yəni kvant mexanikası çərçivəsində 
əlaqəli halların həlli zamanı potensial parametrlərin üzərinə bir sıra məhdu-
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diyyətlər qoyulur. Belə ki, radial rn  kvant ədədi, potensialın 0V  dərinliyi və 
enerjinin E  məxsusi qiymətləri uyğun olaraq (3.13), (3.14) və 00 <<− EV  
bərabərsizlikləri ödəyirsə, əlaqəli hallar vardır. Müxtəlif potensial sahələr üçün 
enerji spektri praktiki maraq kəsb etdiyindən ixtiyari parametrə nəzərən 
enerjinin məxsusi qiymətlərinin xassələrinin öyrənilməsi çox vacib və ak-
tualdır. Bu məqsədlə l  və rn - nin müəyyən qiymətləri üçün 56Fe nüvəsinin əla-
qəli halların enerjisinin qiymətləri hesablanmış və onların təhlili aparılmışdır. 
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РЕШЕНИЯ D - МЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА  
В ПОТЕНЦИАЛЬНОМ ПОЛЕ ВУДСА-САКСОНА 

 
В.Г.БАДАЛОВ 

 
РЕЗЮМЕ 

 
В работе были изучены аналитические решения D - мерного радиального урав-

нения Шредингера в потенциальном поле Вудса-Саксона с помощью аппроксимации 
Пекериса. С использованием метода Асимптотической итерации были найдены соб-
ственные значения энергии и волновой функции для произвольного l  состояния. Так, 
были определены конечные числа энергетического спектра в зависимости от глубины 
потенциала 0V , радиального rn  и орбитального l  квантовых чисел и параметров 0R,a,D . 

 
Ключевые слова: потенциал Вудса-Саксона, метод Асимптотической Итерации, 

аппроксимация Пекериса 
 
 

SOLUTIONS OF THE D -DIMENSIONAL SCHRÖDINGER 
EQUATION FOR THE WOODS-SAXON POTENTIAL 

 
V.H.BADALOV 

 
SUMMARY 

 
In this paper, the analytical solutions of the D - dimensional radial Schrödinger 

equation have been studied for the Wood-Saxon potential by using the Pekeris approximation. 
The energy eigenvalues and radial wavefunctions were found for any l - state via the 
Asymptotic Iteration Method. Thus, a finite number energy spectrum depending on the depth 
of the potential 0V , the radial rn  and l orbital quantum numbers and parameters 0R,a,D  were 
identified as well. 

 
Key words: Analytical solutions, Asymptotic Iteration Method; Pekeris approximation 
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